Matematici speciale si metode numerice

TEOREME $1 FORMULE CAUCHY

1.Integrala curbilinie in planul complex
1.1. Teoremele Cauchy
Tn spatele unui nume

se poate ascunde o lume

Daca AB este un arc de curba plana, dat prin ecuatiile parametrice
{X =Xx(t);
y =Yy(t); teab]
unde x(t), y(t) sunt functii de clasa Cl[a, b] sau de clas C? pe portiuni, iar f(z)

o functie continud pe AB, atunci exista integrala curbilinie

j f(2)dz = IU(X, y)dx — V(X, y)dy +i IV(X, y)dx + U(x, y)dy
AB AB AB

Daci extremitatile A si B ale arcului coincid, atunci avem o curba inchisa si

putem scrie:

§f(z)dz = 3( Udx — Vdy + iijdx +Udy
T T r

Definitia 1. Un domeniu D < C(D < RZ) este simplu conex daca orice

curba simpla inchisa T continuta in D are proprietatea cd domeniul marginit, A
care are ca frontiera curba I', este inclus D. Un domeniu este multiplu conex
daca nu este simplu conex. Unui domeniu multiplu conex i se poate asocia un
domeniu A simplu conex daca se introduc un numar suficient de taieturi.

Astfel, dacd D este un domeniu triplu conex (fig.1) atunci sunt necesare si
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suficiente doua tdieturi T; si T, pentru a obtine un domeniu A simplu conex,
A=D-(T,..T,) (fig.2)

Teoremad (Cauchy) 1. Dacd f:D — Ceste o functie olomorfa pe

domeniul simplu conex D, atunci

§f(z)dz=o
T

oricare ar fi curba Inchisa T" situata in intregime in D.

Consecintii. Daca A si B sunt doud puncte situate in domeniul D in care

Figura 1.

f(z) este olomorfa, iar AMB si AM'B doui arce de curburd ale ciror puncte
apartin lui D, atunci
j f(2)dz = jf(z)dz

AMB AM'B
Teorema (Cauchy pentru domenii multiplu conexe) 2.

Daca I' este o curbd situatd in domeniul D multiplu conex ce

traverseaza cele n tdieturi necesare pentru a obtine domeniul

A:D—(TluTzu...uTn), simplu conex, iar T, i=1,n o curbd ce

traverseazd numai tdietura T, o singurd data (in sens direct) atunci:
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§f(z)dz - zn: iff(z)dz
r

i=1 IT;
Mentiondm ca IF f(zy)dz=K; daca I traverseazd taictura T; o singurd datd
i

in sens direct. Numarul K; se numeste constanta ciclica.
Daca I traverseaza taietura T, de m, ori in sens direct si de m,, oriin
sens invers, atunci

§f(z)dz=(ml—m2)|<i
T

|
Definitia 2. Functia ®(z) este o primitivd a functiei f(z) intr-un
domeniu D, dacd ®(z) este olomorfa in D si @'(z) =f(z)Tn orice punct
zeD.

Fie f(z) = 0 o functie olomorfa de domeniul D si A(a)eDun

punct fix iar M(z) e D un punct oarecare. Atunci

j f(2)dz = F(2) 1)
AB

nu depinde de arcul de curba situat in D si care uneste punctele A si M.

Figura 2.
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Teorema 3. Daca f(z) este o functie olomorfa pe domeniul simplu conex

D, atunci ea admite primitive. O primitiva a lui f(z) este

F(z) = jf(z)dz
AM

Functia F(z) este olomorfa in domeniul D. Daca F(z) este o primitiva a functiei
f(z), atunci si ®(z) = F(z) +C este o primitivi a lui f(z).

Formula integrala a lui Cauchy 4. Daca f(z) este o functie olomorfa
pe domeniul D, iar I" o curba simpla inchisd, rectificabila situatd in domeniul

Dsi zy un punct din interiorul domeniului A marginit de curba I", atunci

f(z) = jﬂd (fic)

2mi

Observatia 1. Daca punctul zye T, atunci
f(2)
j—dz inf (z,).

daca I' admite tangentd unica in z,. Aceastd egalitate se numeste formula

semireziduului.

Dacd in z, curba I' admite doud semitangente care formeaza intre ele

unghiul ¢, atunci
[ 1@ 4 - inr-g)f (z,)
Z —ZO

si se numeste valoarea principald a integralei Tn sensul lui Cauchy pe curba T".

Observatie 2. Daca domeniul D este triplu conex (fig.3) atunci
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Figura 3

f(2g) = el § ~ Dtz 1D gp§ 1O g
27 rz-z, hz-z, hz-z,
Generalizarea pentru un domeniu multiplu conex este evidenta.

Teorema. Daca f(z) este o functie olomorfa pe domeniul D, iar I 0

curbd simpla inchisd, rectificabild situatd in domeniul D, iar z, un punct din

interiorul domeniului A marginit de curba I', atunci f(z) admite derivate de

orice ordinn z si derivata de ordinul n este

fM(z,)= j lez (fic(n)
27 (Z z )n+

1.2. Cu “scara Cauchy ” calculati urmatoarele integrale (ce intelegeti prin

“scara Cauchy ” ?7)

I 2%(z- 3)(z+1) ‘

a) C:|z|:%; b) Cilzl=mn
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a) C:|z-2(=1 b) C:|z—2i|=g+l
1.3. Calculati

dz = ., _
a) Icﬁ' Cilzl=R#al.

dz
b) —— R=#1
J“Z‘:R 7% 41

1.4. Calculati

a) .[c(>3|\9|5dz

b) J~l dz

indomeniulD=C—-Tunde T:y=0 x>0 Curhele ne care anar integralele

in a) si b) arata astfel: i

A
N

\

Figura 4. Figura 5.

iz
c) I e—dz; R=mn
H:R 22 —q?

1.5. Calculati integralele:

)j 22 Rl
=R z-1

coshnz
b) I— —71a¢b z
2 b2 7% +1
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e .
c) j‘z‘:R Z—kdz, keN
nZ
d | & 4
[2=R z(z i)
1.6. Fie D=C~(T, UT,) unde T, si T, sunt taieturile:
x=0,y>1x=0,y<-1.

dz
72 +1

. z
Sa se exprime: F(z) :jl

prin functiile elementare in domeniul D si sa se calculeze F(2+i) si F(-1).

1.7. Fie functia f(z) = Va-z2

a) Determinati ramura f, pentru care f, (0)=2, in domeniul D=C- (Tl uTz)
unde le =0,x>2 si T2y =0,x<-2.

b) Calculati:

J‘L unde C:x2+y2-ax:0.
C(z-Df, (@)

1.8. Calculati:

a) I _Losmz_ . C:x2+y2-ax:0,|a|¢2
C (2% -4

dz 2 2
b) | ————; C:x“+y“-ay=0,a>1
J‘C(zz+1)”

1.9. Fie functia f(z) =%z-1
a) Determinati ramurile f, (z) pentru care f, (0)=-11n domeniul D=C-T, unde

T:y=0,x>1

Z
b) Calcula;i:j K dz; R<1,

f (2)
Z=R
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1.3. Aplicatii
Z

Li=[ Z.dz
lzl=r 23

Solutie. Conform formulei lui Cauchy:

_ eZ (n—l) " H
= \z\:rz_fidz —(n D) 0)= f(O) unde f(z) =e”. Deci

2mi .
l=—=mi

2

e’ 2mi
dz = f0-D(p) =
I\Z-H:R(z—l)” ’ (n—l)' M= (n 1)'

3. Folosind formulele integrale ale lui Cauchy, sé se gaseasca functia f(z)

olomorfa pe domeniul |z <1, care pe frontiera sa devine

(6)= M, a>1, 6=argz (Whittaker — Watson).

—2acos0+1

Indicatie. Punem functia cautatd sub forma

f(z)dz

-~y =
f(z) = Zc z¥, unde Ck =1 f (0) = o ‘Z‘ Farey

Pe cercul |z| =1 avem z=¢" dz=ie'%deo.

Observand ca

a—e 10 1 1
f(z) =¢(6) = - ==
=1 (a-e)a-e®) a-e® a-z7=
obtinem
1 f@dz _ 1§ 1 dz d¥( 1 1
K™ 2midea k1~ 2piddta—z K gkla—z Jz=0 k-
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si

B T LA S
@Yo -y -t L .
k=0 k=0a 1%

Sa se calculeze cu ajutorul formulelor lui Cauchy, integralele 2,3,4.

cosh—
4. I—§ —dz C:lz+2i|=2.
(z+|)
Rdspuns |=@d— coShn_Z -
3 gz3 2 Jlz=- 24
100 inz
5.I:§—dzC4x +y -4=0.
C z5+1
100, inz 100ei7'c2
Raspuns | =2mi - _+2mi - . =-2znsinhm.
Z+1 Z=1 Z—1 Z=-l

1.4. Aplicatii Cauchy
Exercitii

Calculati integralele urmatoare pe curbele precizate:

141 Z unde

g 14
Cz(z-3)(z+)

a) C:lz|==
b) C:|z=13
1
C:lz1=3=
) Cilz|=3]
d) C:|z-2/==
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1.4.2, 2;(12 unde
Cz%(z-3)(z+1)

1
Cilzl==
) Cill=3
b) C:|zj=n

2241

1.4.3. J e—3dz unde
C z
a) C:|z—2i|=1

b) C:|z—2i|:g+1.

10



